
重复博弈: folk 定理, 无穷期博弈
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假设单期博弈  为两人博弈, 其中参与人的策略集分别为 和 , 效用函
数为  和 .

个体理性效用 (教材定义 P146): 无论其它参与人如何行动, 参与人  在单期
博弈  中能保证获得的效用上限称为个体理性效用.
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假设单期博弈  为两人博弈, 其中参与人的策略集分别为 和 , 效用函
数为  和 .

个体理性效用 (教材定义 P146): 无论其它参与人如何行动, 参与人  在单期
博弈  中能保证获得的效用上限称为个体理性效用.

个体理性效用 (严格定义): 称  是参与人  的个体理性效用水平, 若 
, 其中
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 一般称为行为人  的最小最大 (minmax) 效用. 最小最大效用的定
义可以很自然地推广到多人博弈情形:
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问: 厂商1的个体理性效用是多少?
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问: 厂商1的个体理性效用是多少?

给定厂商2选A, 厂商1最大效用水平为 .
给定厂商2选B, 厂商1最大效用水平为 .
厂商1的最小最大效用为 .

任何  都是厂商1的个体理性效用.
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效用向量

对于  人博弈, 博弈结果中所有参与人的最终效用可以表示为向量

=v (v ​, ..., v ​) ∈1 n Rn

其中  为参与人  的效用. 称  为所有参与人的效用组合 (或效用向量).

称效用组合  满足个体理性, 若其中每个参与人的效用都是个体理性效用.
也就是说, 对向量  的任何一个分量 , 都有  成立, 其中

 是行为人  的最小最大效用.
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可行效用组合

上例中, 博弈结果的可行效用组合  可以表示为:

=v λ ​ ​ +1v1 λ ​ ​ +2v2 λ ​ ​ +3v3 λ ​ ​4v4

其中 , , , , 并且 
, .
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蓝色 + 橙色区域: 所有可行效用组合
蓝色区域: 满足个体理性的可行效用组合.
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练习

博弈  如下图所示, 画图表示所有满足个人理性的可行效用组合.G
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练习

博弈  如下图所示, 画图表示所有满足个人理性的可行效用组合.

最小最大效用: , 
下图的平行四边形表示所有可行效用组合, 阴影区域表示满足个人理性的可
行效用组合.
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平均效用

猜想: 重复博弈  中, 可能的均衡很多. 但任何均衡中, 任何参与人在每期
博弈的"平均效用"都应该是可行的, 并且满足个体理性.

对于重复博弈, 为了让参与人的最终效用和单期博弈  中的效用具有可比
性, 我们一般讨论参与人在重复博弈中的平均效用.
记第  期博弈中所有参与人的效用组合为 .

有限次博弈 的平均效用组合: 

无穷次博弈 的平均效用组合: 
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folk 定理

一句话概括 folk 定理: 对于重复博弈中的均衡收益, 可行性和个人理性这两个
条件不仅是必要的, 也"几乎"是充分的.

有限博弈 (教材P146). 给定单期博弈 , 令向量  为其满足个人理性的
可行效用组合. 在特定条件下, 向量  也是重复博弈  均衡中的平均效用
组合.

注: 这里的"特定条件"包括 (1) 单期博弈  至少有两个纳什均衡, 并且这两
个均衡收益组合不同 (2) 重复博弈期限  足够大 (3) ...

G ∈v Rn

v G(T )

G

T

13



无穷期博弈情形

对于重复博弈, 我们一般更关注无穷期重复博弈, 而非有限期.
部分原因是无穷期 folk 定理的前提条件比有限期 folk 定理弱很多.
比如, 无穷期 folk 定理不要求原博弈  有多个纳什均衡.

在正式介绍无穷期 folk 定理前, 我们先看两个无穷期博弈的例子: 囚徒困境
和古诺竞争.
在构造子博弈完美均衡时, 我们会用到触发策略和以牙还牙策略.

G
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无穷期囚徒困境

考虑无穷期囚徒困境博弈, 单期博弈  如下表所示:

张三\李四 背叛 合作

背叛 (0, 0) (3, -1)

合作 (-1, 3) (2, 2)

由逆向归纳法, 有限重复博弈  的均衡结果中每一期都是 (背叛,背叛).

对 , 逆向归纳法失效.

下面我们使用触发策略构造一个  的均衡, 其中每一期结果都是 (合
作, 合作).
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触发策略

考虑每个行为人均选择如下“触发策略”:
第一期选择 "合作"
如果之前某一期的博弈结果不为 (合作, 合作), 此后永远选择 "背叛".

如果两个参与人都选择触发策略, 博弈结果永远为 (合作, 合作).
参与人的总收益: .

问: 如何验证这个策略组合构成子博弈完美均衡?

根据子博弈完美均衡的定义, 我们需要验证 (触发策略, 触发策略) 这个策略
组合在所有子博弈中都构成纳什均衡.
这个重复博弈的"所有子博弈"包括哪些博弈?

2 + 2δ + 2δ +2 ⋯ = 2/(1 − δ)
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触发策略: 验证子博弈完美均衡

对无穷期重复囚徒困境, 每个子博弈本身和原博弈  都相同.
子博弈之间的区别在于过去的博弈路径不同.
过去博弈路径的例子:
(合作, 背叛)--(合作, 背叛)--(合作, 背叛)
(背叛, 背叛)--(背叛, 背叛)--(背叛, 背叛)
(合作, 合作)--(合作, 合作)
...

可能的博弈路径有无穷多种. 但由于参与人都使用触发策略, 我们只需要考
虑两类子博弈(或者两类路径:) (i) 过去所有结果均为 (合作, 合作) (ii) 过去的
结果中包含(合作, 合作)以外的三种结果之一.

G(∞)
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两类子博弈

1. 对第一类子博弈 (即过去的结果均为双方合作):
张三若在第一期偏离触发策略, 博弈结果变为 (背叛,合作)--(背叛,背叛)--
(背叛,背叛)-...
张三在偏离路径上的总收益为 .

只要  (即 ), 张三就不会偏离均衡路径.

同理, 当  时, 李四也不会偏离均衡路径.
2. 对第二类子博弈 (即过去的结果中发生过背叛):

此时对张三而言, 对手李四会永远选择背叛. 张三自然不会偏离永远背叛
这个路径.
同理, 李四也不会偏离触发策略.

3 + 0 ⋅ δ + 0 ⋅ δ +2 ⋯ = 3

3 ≤ 2/(1 − δ) δ ≥ 1/3

δ ≥ 1/3
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无穷期囚徒困境: 以牙还牙策略

对无穷期囚徒困境, 考虑每个行为人均选择如下“以牙还牙策略”:
第一期选择 "合作"
如果上一期对方选择合作, 则本期我也合作; 否则, 本期选择背叛.

如果两个参与人都选择以牙还牙策略, 博弈结果还是一直为 (合作, 合作).
参与人总收益仍为 .

问: 当  满足何种条件时, (以牙还牙, 以牙还牙)构成子博弈完美纳什均衡?

2/(1 − δ)

δ
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四类子博弈

使用以牙还牙策略时, 参与人当期的行动只和上一期的博弈结果有关.

因此, 验证子博弈完美均衡时, 我们只需要考虑如下四类子博弈:
1. 上一期的博弈结果为 (合作, 合作)
2. 上一期的博弈结果为 (背叛, 背叛)
3. 上一期的博弈结果为 (背叛, 合作)
4. 上一期的博弈结果为 (合作, 背叛)

对于每一类子博弈, 我们只需要验证张三是否会在子博弈的第一期偏离以牙
还牙策略即可. (One-shot deviation principle)
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1. 若上一期为 (合作, 合作):
均衡路径: (合,合)--(合,合)--(合,合)--...
张三第一期偏离触发策略后的路径: (背,合)--(合,背)--(背,合)--(合,背)--...
张三不偏离均衡路径  

2. 若上一期为(背叛, 合作):
均衡路径: (合,背)--(背,合)--(合,背)--(背,合)--...
张三第一期偏离触发策略后的路径: (背,背)--(背,背)--(背,背)--...
张三不偏离均衡路径  

⟹ δ ≥ 1/3

⟹ δ ≥ 1/3

21



3. 若上一期为 (合作, 背叛):
均衡路径: (背,合)--(合,背)--(背,合)--(合,背)--...
张三第一期偏离触发策略后的路径: (合,合)--(合,合)--(合,合)--...
张三不偏离均衡路径  

4. 若上一期为 (背叛, 背叛):
均衡路径: (背,背)--(背,背)--(背,背)--(背,背)--...
张三第一期偏离触发策略后的路径: (合,背)--(背,合)--(合,背)--(背,合)--...
张三不偏离均衡路径  

综上, 当且仅当  时, (以牙还牙, 以牙还牙)构成子博弈完美纳什均衡.

⟹ δ ≤ 1/3

⟹ δ ≤ 1/3

δ = 1/3
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无穷期囚徒困境: 小结

只要 , 就可以通过"触发策略"来构造子博弈完美均衡, 其中每
一期的结果均为 (合作, 合作).

文字解释 (经济学直觉):
贴现率越大, 张三就越在意未来的收益.
当张三偏离均衡路径时, 他当期的收益会上升, 但他未来的收益会下降.
因此, 张三越在意未来的收益, 他偏离均衡的激励就越小. 当  足够大时,
张三就不会偏离均衡路径.

对于囚徒困境, 一般情况下使用"触发策略"更可能维持 (合作, 合作) 这一均
衡结果, 因为 "触发策略" 对于背叛的惩罚最严重.

δ ≥ δ =∗ 1/3

δ
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无穷期古诺模型

古诺模型: 两家寡头厂商同时定产. 假设成本均为 , 市场需求为 .

纳什均衡产量: . 称  为古诺产量.

纳什均衡中厂商利润为 .
垄断产量: . 垄断利润为 .

由于 , 两家寡头厂商如果可以合谋, 每家均将产量下降到
, 厂商的利润均会从 1/9 上升到 1/8.

然而, 在单期博弈中, 这个合谋无法达成, 每家厂商都有偏离 
这个结果的激励.

问: 如果这个博弈重复无穷期, 能否实现合谋?

0 p = 1 − Q

q ​ =1
∗ q ​ =2

∗ q =c 1/3 qc

1/9
q =m 1/2 1/4

2q >c qm

q /2 =m 1/4

(q /2, q /2)m m
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考虑如下触发策略:
第一期选择合谋产量: 

如果之前某一期的博弈结果不为 , 此后永远选择古诺产
量: .

如果两个参与人都选择触发策略, 博弈结果永远为 . 参与人
的总收益: .

如果偏离均衡路径, 我们先求解厂商第一期的最优产量:

​(1 −
q

max ​ −
2
qm

q)q ⟹ q ​ =1 3/8

q = q /2m

(q /2, q /2)m m

q = qc

(q /2, q /2)m m

​ ⋅8
1

​(1−δ)
1
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厂商第一期生产 ; 此后给定对方永远选择古诺产量, 厂商的最优反
应也是生产古诺产量.
总收益为 

两家厂商均选择触发策略构成子博弈完美均衡, 当且仅当

​ ≥
8(1 − δ)

1
​ +

64
9

​ ⟺
9(1 − δ)

δ
δ ≥ ​

17
9
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3
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1
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练习

对无穷期古诺模型, "触发策略" 并非总是维持合谋的最好方式. 另一种更好的方
式是萝卜加大棒策略 (carrot-stick strategy):

第一期生产 
从第二期开始, 厂商的产量取决于上一期的博弈结果:
如果上一期的结果为 或 , 则本期生产

否则, 本期生产 

证明: 若  且 , 双方参与人均使用萝卜加大棒策略构
成子博弈完美均衡.

q ​/2m

(q ​/2, q /2)m m (x, x) q ​/2m

q = x

δ = 1/2 x ∈ (3/8, 1/2)
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练习解答

自行阅读教材 P155 "加大惩罚力度和提高合作水平" 部分的内容.
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folk 定理: 无穷期博弈情形

无穷期 folk 定理. 给定单期博弈 , 令向量  为其满足个人理性的可行
效用组合. 在特定条件下, 只要贴现率  足够接近 , 向量  也是重复博弈

均衡中的平均效用组合.

注:

无穷期 folk 定理成立的前提条件比有限期 folk 定理弱很多. 对于无穷期
folk 定理, 我们不要求原博弈  有多个纳什均衡.

当  足够接近 1 时, 行为人会更在意未来的收益, 从而使得触发策略或以牙
还牙策略能够支撑更多的均衡收益.

G v ∈ Rn

δ 1 v

G(∞)

G

δ
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