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混合策略

考虑两人博弈:  {张三, 李四}. 张三的行动集为 .

在此前的分析中, 我们假设张三会以概率  选择某个特定的行动 .

实际博弈中, 张三可以按照某个 概率分布  来随机化他
的最终选择, 其中  表示张三最终选择为  的概率.
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混合策略: 猜硬币博弈

张三\李四 正面 反面

正面

反面

张三选择硬币的正面和反面, 李四猜张三的决定.

张三的策略可以表示为 :

 为张三选择"正面"的概率,  为张三选择"反面"的概率.
当  或  时, 张三的混合策略退化为纯策略.
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概率分布: 离散型和非离散型

如果张三的行动集是有限的, 他的混合行动对应的概率分布是离散型的.
对于离散型的概率分布, 我们一般用向量表示如下:

如果张三的行动集是无限的, 他的混合行动对应的概率分布可能非常复杂:
可能是连续型 (比如, 在某个区间上连续分布);
可能是半离散-半连续型.
这门课程里, 当参与人的行动集是无限时, 我们只讨论纯策略纳什均衡
(例: 古诺博弈均衡, 伯特兰博弈均衡).
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期望效用

若行为人的策略是随机的, 博弈的可能结果也是随机的.
这时, 行为人的目标是最大化他的期望效用.
计算期望效用: 将每个可能博弈结果中的效用依概率加权求和.
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计算期望效用: 猜硬币博弈

令张三和李四的混合策略分别为  和 .

最终博弈结果的概率分布如下表所示:

张三\李四 正面 ∘ 反面 ∘ 

正面 ∘  ∘  ∘ 

反面 ∘  ∘  ∘ 
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猜硬币博弈: 计算期望效用

令张三和李四的混合策略分别为  和 .

最终博弈结果的概率分布如下表所示:

张三\李四 正面 ∘ 反面 ∘ 

正面 ∘  ∘  ∘ 

反面 ∘  ∘  ∘ 

张三的期望效用:
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混合策略纳什均衡

考虑两人博弈, 混合策略纳什均衡是一个特殊的策略组合 , 使得  和
 互为最优反应.

向量  和  分别表示行为人 1 和行为人 2 的混合策略:

当两个策略  和  都退化到纯策略情形时, 混合策略纳什均衡退化为纯
策略纳什均衡.
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计算混合策略均衡: 猜硬币博弈

用下划线法可知, "猜硬币博弈"不存在纯策略纳什均衡
根据纳什定理, 这个有限博弈存在纳什均衡.  存在混合策略纳什均衡
混合策略的分析比纯策略更复杂:
张三只有两个纯策略

张三有无穷多个混合策略, 每个不同的  对应不同的混合策略.

计算混合策略均衡:

给定李四的策略 , 张三选择某个最优的混合概率 , 得到最优反
应函数 .
类似地, 计算出李四的最优反应函数 . 联立方程求解均衡.
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张三的最优反应

张三的期望效用:
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张三的最优反应

张三的期望效用:

张三的最优反应:

若
若
若
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理解张三的最优反应

若
若
若

若李四"猜正"的概率小于 , 张三的最优反应是使硬币正面朝上
若李四"猜正"的概率大于 , 张三的最优反应是使硬币反面朝上
若李四"猜正"的概率等于 , 张三对于"正"和"反"无差异.

此时, 任何混合策略都是张三的最优反应. 
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混合策略纳什均衡

用同样的方法, 可以求出李四的最优反应 .

纳什均衡由参数  和  决定:

注意: 描述纳什均衡时, 不要只答  和 , 而是要说明张三和李四的混合策略.
张三的混合策略: 
李四的混合策略: 
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纳什均衡: 张三策略 (1/2, 1/2), 李四策略 (1/2, 1/2)
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无差异原则

计算混合策略均衡的常用技巧: 无差异原则

无差异原则的思想很简单:
如果均衡中张三会在  和  之间随机, 那么  和  这两个纯策略本
身就是张三的最优反应.
这时, 这两个纯策略带给张三的效用肯定是相同的. 也就是说, 张三对 
和  无差异.
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无差异原则

定理 (无差异原则). 如果在混合策略均衡中, 张三选择行动  和  的概率均
为正. 那么给定均衡中其他参与人的策略, 张三对  和  这两个纯策略是无
差异的.

证明思路如下:

均衡中, 张三选择  和  的概率分别记为  和 .
有: , , .
为简化讨论, 假设 . 即张三只在  和  之间随机.
张三偏离到纯策略  后的效用记为 
张三偏离到纯策略  后的效用记为 
张三在均衡中的期望效用: 
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根据纳什均衡的定义:

即张三对于  和  无差异. 证毕.
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无差异原则的应用: 猜硬币博弈

记纳什均衡为:  和 

张三对于"正面"和"背面" 无差异:

李四对于"正面"和"背面" 无差异:
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约会博弈

张三\李四 网吧 商场

网吧 (2, 1) (0, 0)

商场 (0, 0) (1, 2)

计算混合策略均衡:  和 .
其中  和  分别表示均衡中张三和李四去网吧的概率.
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张三\李四 网吧 商场

网吧 (2, 1) (0, 0)

商场 (0, 0) (1, 2)

给定李四的策略 , 张三对网吧和商场无差异:
  

给定张三的策略 , 李四对网吧和商场无差异:
  

纳什均衡:
张三去网吧概率为 2/3, 去商场概率为 1/3
李四去网吧概率为 1/3, 去商场概率为 2/3
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混合策略纳什均衡下的结果分布

张三\李四 网吧 ∘ 1/3 商场 ∘ 2/3

网吧 ∘ 2/3 (2, 1) ∘ 2/9 (0, 0) ∘ 4/9

商场 ∘ 1/3 (0, 0) ∘ 1/9 (1, 2) ∘ 2/9

混合策略均衡中, 张三和李四的期望收益均为 2/3.
这个均衡结果非常低效, 两个参与人的福利都严格小于纯策略中的情形.
均衡低效的原因: 均衡结果中, 参与人没有碰面的概率高达 5/9
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从纳什均衡到相关均衡

真实的情侣约会中, 张三和李四一般会进行事前协商, 约定好双方选择"网
吧"还是"商场"

具体的, 参与人可以通过使用某个"随机数生成器"来选择纳什均衡.

比如, 两人玩"猜硬币博弈". 张三胜就去网吧, 李四胜就去商场.

由于两人获胜的概率均为 1/2. 最后张三和李四的期望效用均为 ,
这个结果严格好于混合策略纳什均衡的期望效用 .

我们称这样的均衡为相关均衡
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相关均衡: 定义 (不严格)

当博弈中存在多个纳什均衡时, 博弈中的行为人可以事先协商, 约定届时会
选择哪个纳什均衡.
如果允许参与人可以根据某个事前观测到的信号选择行动, 这时的均衡概念
被称为相关均衡

纳什均衡可视作相关均衡的特例. 在纳什均衡中, 参与人没有事先可观测
到的信号.
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相关均衡例子

除了情侣通过猜数字决定去网吧还是商场外, 相关均衡的另一个常见例子是
红绿灯.

张三和李四驾车于十字路口交汇. 两人可以选择
1. 停车, 让对方先走
2. 不停.

张三\李四 停车 不停

停车

不停

24



相关均衡例子: 红绿灯

类似约会博弈, 上面这个博弈有两个纯策略均衡: (停车, 不停), (不停, 停车)
以及一个混合策略均衡.

现实中, 路口往往会安装红绿灯. 张三和李四会根据红绿灯这个"公共信号"
在 (停车, 不停) 和 (不停, 停车) 这两个纳什均衡之间进行选择.
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